
Kongruenční rovnice 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Kongruenční rovnice 1. stupně 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Je-li x1 řešení redukované rovnice, máme právě d řešení 

 

 

 

 

Někdy bývá výhodné rovnici upravit tak, abychom na pravé straně rovnice dostali 
násobek čísla a. V tom případě je možno buď celou kongruenční rovnici (i s 
modulem) nebo pouze obě strany kongruence krátit číslem a.  

Musíme ovšem dávat pozor na to, zda dostáváme rovnici ekvivalentní s původní či 
ne. 

Příklad. Řešme kongruenční rovnici 5x ≡ 7 (mod 8). 

Příklad. Řešme kongruenční rovnici 7x ≡  6 (mod 15). 

 



≡ 

≡ 

Řešení kongruenčních rovnic 1. stupně pomocí Eulerovy věty 

Věta 4.1 (Euler) Nechť NSD(c, m) = 1. Pak platí cϕ(m) = 1 mod m. 

 

 V řeči zbytkových tříd lze Eulerovu větu přepsat do tvaru aφ(m) = 1 v Zm. Lze ji také 
interpretovat tak, že k prvku a existuje v okruhu Zm prvek inverzní, přičemž a−1 = 
aφ(m)−1. 

odkud pro ax ≡ b máme 

x ≡ aφ(m)−1b (mod m). 

Příklad. Řešme rovnici 3x ≡ 7 (mod 11). 

Příklad. Řešme rovnici 17x ≡ 25 (mod 28). 

Úloha: Vytvořte algoritmus, jenž vyřeší lineární kongruenční rovnici. Uveďte 
algoritmus a naprogramujte.  

 



Důkaz Eulerovy věty 
Vezměmě jen takové prvky Rm, které jsou nesoudělné s m. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Lineární diofantické rovnice 
Uvažujme nejprve následující jednoduchou úlohu z praxe. Máme dvě nádoby o objemech 5 l a 7 l a 
třetí nádobu dostatečně velkého objemu. Ptáme se, zda je možno pouze pomocí prvních dvou 
nádob do třetí nádoby nalít 8 l vody. Jedno z možných řešení může vypadat tak, že nejprve 
nalejeme do třetí nádoby 4 nádoby o objemu 7 l a pak odebereme ze třetí nádoby 4 nádoby 5 
litrové. Kdybychom měli ale první dvě nádoby o objemech 12 l a 20 l a chtěli do třetí nádoby 
pomocí nich dostat 38 l vody, nikdy se nám to nepovede. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Lineární diofantické rovnice s n neznámými 
 

 

 

 

 

 

 

 

Příklad. Najděte všechny mřížové body nadroviny 9x − 15y + 4z = 6 v E3. 

 

 



 

Soustavy kongruenčních rovnic 1. stupně 

Einsteinova úloha: Uvažujeme schodiště mající následující vlastnosti: budeme-li přecházet po 
dvou schodech najednou, zůstane nám na konci jeden schod, půjdeme- li po třech schodech, 
zůstanou nám nakonec dva schody, půjdeme-li po čtyřech, zůstanou tři schody, po pěti 
zůstanou čtyři schody, po šesti pět schodů a teprve překročili bychom-li najednou sedm 
schodů, došli bychom na konec schodiště. Kolik schodů má schodiště? 

Snadno je vidět, že Einsteinova úloha je ekvivalentní nalezení všech přiroze- ných čísel 
vyhovujících následující soustavě kongruenčních rovnic 1. stupně: 

x ≡ 1 (mod 2), x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 3 (mod 4), 

x ≡ 4 (mod 5), x ≡ 5 (mod 6), x ≡ 0 (mod 7). 

 Uvažujme systém kongruenčních rovnic 1. stupně s neznámou x ∈ Z 

A1x ≡ B1 (mod m1), . . . , Akx ≡ Bk   (mod mk). (1) 

Z předešlých úvah je zřejmé, že pokud je soustava (1) řešitelná, je řešitelná každá z rovnic 



soustavy, a má tedy smysl zabývat se pouze soustavami ve tvaru 

x ≡ b1 (mod m1), . . . , x ≡ bk (mod mk). (2)  

Soustavu (1) nazýváme soustava lineárních kongruenčních rovnic 1. 

stupně. 

V  případě řešitelnosti soustavy (2) lze řešení vždy hledat ve tvaru 

x ≡ x1 (mod [m1, . . . , mk]). 

Zde [m1, . . . , mk] označuje nejmenší společný násobek. 

 

Příklad. Řešme soustavu 
 

x ≡ 5 (mod 18) 
x ≡ 8 (mod 21). 



Příklad. Řešme Einsteinovu úlohu. 

Čínská věta o zbytcích 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Příklad. Řešme soustavu 
 

x ≡ 20 (mod 21) 
x ≡ 3 (mod 5) 
x ≡ 5 (mod 8). 

Na závěr ještě uveďme, že soustavy typu (2) vyjadřují zadání staré čínské úlohy: 
najít číslo, které po vydělení číslem m1 dává zbytek b1, atd., až po vydělení číslem mk dá 
zbytek bk. Řešitelnost soustavy (2) lze shrnout do následující věty: 

Věta 3.2. (čínská věta o zbytcích) 
Buďte m1, . . . , mk po dvou nesoudělná přirozená čísla a b1, . . . , bk libovolná k-tice celých čísel. 
Pak je soustava lineárních kongruenčních rovnic (2) řešitelná a její řešení lze najít v modulu 
m = m1 · . . . · mk. 

Úloha: Napište algoritmus výpočtu řešení čínské věty. Naprogramujte.Prezentujte. 

  



Kvadratické kongruenční rovnice 
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Kvadratická kongruenční rovnice v lichém prvočíselném modulu 
x2 ≡ a (mod p), (2, p) = 1, (a, p) = 1. 

Je-li rovnice řešitelná pro a ≠ 0 (mod m), nazýváme číslo a kvadratický zbytek modulo m; v opačném 
případě se nazývá kvadratický nezbytek modulo m. 

Počet kvadratických zbytků modulo p je právě ½(p-1) a jsou to právě všechny prvky posloupnosti  

12,22,… , (½(p-1))2. Ostatní prvky nepatřící do této posloupnosti jsou kvadratické nezbytky. 

Toto platí proto, že Zp= {+-1,+-2,…,+-1/2(p-1)} 

 

Příklad. Kvadratických zbytků (mod 17) je právě ½ (17 − 1) = 8 a jsou to čísla 
12 = 1, 22 = 4, 32 = 9, 42 = 16, 52 = 25 ≡ 8, 62 = 36 ≡ 2, 72 = 49 ≡ 15, 
82 = 64 ≡ 13. Kvadratické nezbytky jsou potom čísla 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Příklad. Určete, zda je řešitelná rovnice x2 ≡ 7 (mod 19) 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Příklad. Vyřešte rovnici x2 ≡ 7 (mod 19) 
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